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Contexte : implosion d'une cible FCI,

phase de d�ec�el�eration avant l'ignition.

Point chaud : zone centrale, d�ecrite comme

une sph�ere de gaz (DT) chaud et peu dense,

entour�ee et comprim�ee par une couche

de DT solide froid et dense.

Description uni-dimensionnelle (�a sym�etrie sph�erique ). Utile pour

- d�eterminer des crit�eres d'ignition.
- �etudier les instabilit�es hydrodynamiques autour de cet �ecoulement de base.

Etude bas�ee sur [1].
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R. Betti et al. , Phys. Plasmas 8 5257 (2001), J. Garnier et al. , Phys. Plasmas 12 012704 (2005),



Mod�ele quasi-isobare (1/4)

Lois de conservation :

@t (� ) + r � (� u) = 0

@t (� u) + r � (� u 
 u) + r p = 0

@t (�� ) + r � (�� u) + r � (pu) = r � (� (T )r T ) +
� 2

4m2
i

E � h�v i

Equation d'�etat p = ( 
 � 1)�� avec � = cv T,
Taux de r�eaction h�v i = S� T 2 .

Loi de conductivit�e thermique � (T ) = �T � avec � = 5 =2.

On note � a , ua , pa , Ra et Ta les grandeurs typiques associ�ees avec l'�ecoulement.
On introduit une �echelle de temps ta que l'on �xera ensuite.

On adimensionne les grandeurs :

� = � a ~�; u = ua ~u; p = pa ~p; r = Ra ~r ; t = ta ~t; T = Ta ~T



Mod�ele quasi-isobare (2/4)

Le syst�eme se r�e�ecrit alors :

@~t (~� ) +
ta ua

Ra

~r � (~� ~u) = 0

@~t (~� ~u) +
ta ua

Ra

~r � (~� ~u 
 ~u) +
1


 M 2
a

~r (~p) = 0

@~t (~p) +
ta ua

Ra

 ~r � (~p~u) = � a ~r �

�
~T � ~r ~T

�
+ ( 
 � 1)� a ~� 2 ~T 2

o�u M a est le nombre de Mach typique :

M 2
a =

� a u2
a


p a
; � a =

ta �T � +1
a (
 � 1)
pa R2

a
; � a =

� 2
a T 2

a ta

4m2
i

S� E �

Le choix naturel de l'�echelle de temps est donc ta = Ra =ua .

On oublie les ~�. On supposeM 2
a � 1, on pose� = M 2

a , on cherche un
d�eveloppement de la solution en puissances de� :

� (t; r ) = � 0(t; r ) + �� 1(t; r ) + : : : ; T (t; r ) = T0(t; r ) + �T 1(t; r ) + : : : ;

u(t; r ) = u0(t; r ) + � u1(t; r ) + : : : ; p(t; r ) = p0(t; r ) + �p 1(t; r ) + : : :



Mod�ele quasi-isobare (3/4)

On substitue dans le syst�eme et on collecte les termes de même puissance.

� A l'ordre O(� � 1 ) on trouve une seule �equation non-triviale r p0 = 0.
,! p0 ne d�epend que du temps :

p0 = p0(t ) (1)

� A l'ordre O(1) on trouve trois �equations

@t (� 0) + r � (� 0u0) = 0 (2)

@t (� 0u0) + r � (� 0u0 
 u0) +
1



r (p1) = 0

@t (p0) + 
 r � (p0u0) = � a r � (T �
0 r T0) + � a � 2

0T 2
0

Comme p0 = p0(t ), et p0 = ( 
 � 1)cv � 0T0 , la derni�ere �equation se simpli�e :

@t (p0) + 
p 0r � (u0) = � a r � (T �
0 r T0) +

� a

(
 � 1)2c2
v

p2
0 (3)

� Approximation isobare : syst�eme (1-2-3). On oublie les �0 .



Mod�ele quasi-isobare (4/4)

Lois de conservation sous l'approximation isobare :

@t (� ) + r � (� u) = 0

_ph + r � (
p h u � (
 � 1)�T � r T ) = ( 
 � 1)� � p2
h

Equation d'�etat ph (t ) = ( 
 � 1)cv � (t; r )T (t; r ).

En sym�etrie sph�erique :

@t (� ) +
1
r 2

@r (r 2 �u ) = 0

_ph +

p h

r 2
@r

�
r 2u

�
�

(
 � 1)�
r 2

@r
�
r 2T � @r (T )

�
= ( 
 � 1)� � p2

h

On peut int�egrer l'�equation de conservation d'�energie

u(r; t ) =
(
 � 1)�T �


p h
@r T +

r
3


�
(
 � 1)� � ph �

_ph

ph

�

On injecte dans l'�equation de conservation de la masse

�
_ph + � � p2

h

�
T �




 � 1

ph @t T �
r
3

�
� � p2

h � _ph
�

@r T +
�T 2

r 2
@r

�
r 2T � � 1@r T

�
= 0



Le (quasi-)invariant de Betti [1], Saillard [2]

Rh (t ) = rayon du point chaud ( en fait, d�e�nition par une isotherme )

Equation de conservation de l'�energie int�egr�ee sur [0 ; Rh (t )] :

[ _ph � (
 � 1)� � p2
h ]

Rh

3
+ 
p h u(Rh (t ); t ) = � (
 � 1)T � @r T

Si

- le 
ux de chaleur en Rh est petit,
- la vitesse enRh est u(Rh (t ); t ) = _Rh (t ) + Vloc (t ) avec jVloc j � j _Rh j,

alors l'�equation pr�ec�edente se simpli�e en

_Rh

Rh
= �

1
3


h _ph

ph
� (
 � 1)� � ph

i

En int�egrant :

Rh (t ) = Rh (0)
�

ph (t )
ph (0)

� � 1
3 


exp
�

(
 � 1)� �

3


Z t

0
ph (s)ds

�

A con�rmer ! ( en fait, justi�able lorsque � � 1, o�u � = rapport de la temp�erature

initiale dans la coquille sur la temp�erature initiale au ce ntre du point chaud).

[2] Y. Saillard, Nucl. Fusion 46 , 1017 (2006).
[1] R. Betti et al. , Phys. Plasmas 8, 5257 (2001), R. Betti et al. , Phys. Plasmas 9, 2277 (2002).



Ecoulement auto-similaire : existence (1/2)

Cherchons un pro�l auto-similaire pour la temp�erature

T(t; r ) = Th (t ) 
1
�

�
r

Rh (t )

�

avec  (0) = 1 et Rh (t ) donn�e par la formule pr�ec�edente.
On obtient l'�equation de compatibilit�e : 8� 2 [0; 1], 8t � 0,

�
( _ph + � � p2

h )Th �




 � 1
ph _Th

�
 

1
� +

�
�
�

T � +2
h

R2
h

�
 

2
�

� 2

@
@�

�
� 2 @ 

@�

�
= 0

L'�equation de compatibilit�e admet une solution si

( _ph + � � p2
h )Th �




 � 1

ph _Th = c(self)
�

�T � +2
h

�R 2
h

pour une constante c(self)
� qui param�etrise l'�equation que  doit satisfaire

c(self)
�

1
� 2

@
@�

�
� 2 @ 

@�

�
+  � 1

� = 0



Ecoulement auto-similaire : existence (2/2)

� Equation spatiale :

c(self)
�

1
� 2

@
@�

�
� 2 @ 

@�

�
+  � 1

� = 0

Pour tout c(self)
� , il y a une unique solution (continue �a support compact) par tant

de  (0) = 1 et @�  (0) = 0.
Si on r�eclame que le bord du point chaud soit en � = 1, alors le pro�l  doit
satisfaire de plus  (1) = 0.
Cette condition est satisfaite seulement pour une valeur particuli�ere de c(self)

� .
On a c(self)

5=2 = 0 :197 pour � = 5 =2.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

h

y
(h

)

Fonction  pour � = 5 =2.

� Conclusion : Existence d'une solution auto-similaire �a su pport compact.



Ecoulement auto-similaire : dynamique (1/2)

Cas � = 5 =2, 
 = 5 =3.

� Rayon :

Rh (t ) = Rh (0)
�

ph (t )
ph (0)

� � 1
5

exp
�

2� �

15

Z t

0
ph (s)ds

�

� Masse du point chaud:

M h (t ) =
�
M h (0)

7
2 + c1c

� 7
2

v �
�
Rh (0)5ph (0)

� 17
15

Z t

0
ph (s)

4
5 e

17 � �
10

Rs
0 ph ( � ) d� ds

� 2
7

avec c1 ' 1:25 104 .

� Pro�l de temp�erature

T(t; r ) = Th (t ) 
2
5

� r
Rh (t )

�

avec

Th (t ) = Th (0)
M h (0)ph (0)

3
5

M h (t )ph (t )
3
5

exp
�

2� �

5

Z t

0
ph (s)ds

�

� Pro�l de densit�e :

� (t; r ) = � h (t ) � 2
5

� r
Rh (t )

�
avec � h (t ) = � h (0)

M h (t )ph (t )
8
5

M h (0)ph (0)
8
5

e� 2 � �
5

Rt
0 ph ( s) ds



Ecoulement auto-similaire : dynamique (2/2)
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� Pro�l de vitesse :

u(t; r ) = _Rh (t )
�

r
Rh (t )

� " (t ) 
2
5  0(

r
Rh (t )

)
�

avec " (t) = c(self)
�

_M h =Mh (t )

j _Rh j=Rh (t )

Conclusion :
� Toutes les variables hydrodynamiques s'expriment en fonction de ph (t ).
� On a obtenu une �equation di��erentielle ordinaire pour Rh et ph =) il faut
trouver une autre �equation.



Stabilit�e radiale de l'�ecoulement auto-similaire

On suppose un pro�l de temp�erature initial T (t = 0 ; r ), �a support compact de
rayon initial Rh (0), une masse initiale M h (0), et une pression initiale ph (0). On
d�ecompose

T(t = 0 ; r ) = T0(t = 0 ; r ) + T1(t = 0 ; r )

o�u T0 est le pro�l auto-similaire de masse M h (0), de rayon Rh (0), et de pression
ph (0).

Si T1(t = 0 ; r ) est nul, alors l'�ecoulement est auto-similaire.

Si T1(t = 0 ; r ) est non-nul, mais \petit", alors on lin�earise les �equati ons de
l'hydrodynamique autour de l'�ecoulement auto-similaire T0

T(t; r ) = T0(t; r ) + T1(t; r )

Proposition. La vitesse de convergence vers la solution auto-similaire est
polynomiale en M h (0)=Mh (t ) :

R1
0 (T 2

1 =T2
0 )( t; r )� t (r )r 2dr

R1
0 � t (r )r 2dr

�
�

M h (0)
M h (t )

� 2c�
R1

0 (T 2
1 =T2

0 )(0; r )� 0(r )r 2dr
R1

0 � 0(r )r 2dr

avec c� =5 =2 ' 2:48, � t (r ) =  ( � � 1) =(2 � ) (r=R h (t )) 1[0 ;R h ( t )] (r ).

C'est le processus d'ablation qui force l'�ecoulement �a te ndre vers la solution
auto-similaire. La conduction thermique impose la valeur d e l'exposant c� .

[1] J. Garnier et al. , Phys. Plasmas. 12 012704 (2005)



Etude de la couche limite (front d'ablation)

La temp�erature prend une valeur petite mais non-nulle en de hors du point chaud :

lim
r !1

T(t; r ) = Tsh (t )

On pose � = Tsh (0)=Th (0). Etude asymptotique � � 1.

Il faut �etudier �nement la couche limite qui s�epare la zone r�egie par l'�ecoulement
auto-similaire pour r < R h (t ) et la condition de temp�erature "�a l'in�ni".

On cherche un raccordement asymptotique sous la forme

T(t; r ) = Tsh (t )g
1
�

�
r � Rh (t )

D (t)

�

autour de la fronti�ere r = Rh (t ).



Si � := Tsh =Th (0) � 1, le pro�l de temp�erature poss�ede deux �echelles.
1) Pour r < R h (t ), on a

T(t; r ) = Th (t ) 
1
�

� r
Rh (t )

�
; c(self)

� @� (� 2@�  ) + � 2  � 1
� = 0

2) Pour jr � Rh (t )j � D (t) := 1
C �

�
Tsh ( t )
Th ( t )

� �
Rh (t ), on a

T(t; r ) = Tsh (t )g
1
�

�
r � Rh (t )

D (t)

�
; @� g = g� 1

� � 1

3) Pour r > R h (t ), T (t; r ) = Tsh (t )
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Pro�l de conductivit�e thermique. Le pro�l microscopique g raccorde le pro�l
macroscopique �a la condition de temp�erature "�a l'in�ni".



� La vitesse d'ablation Va (telle que � sh Va (t ) = 
ux de masse _m) est

Va (t ) = �
C� (
 � 1)�T h (t ) � +1

�
R h (t )ph (t )
Tsh (t )
Th (t )

La vitesse du 
uide peut se calculer en tout point autour de r = Rh (t ) :

u(t; r ) = _Rh (t ) + Va (t )g
1
�

�
r � Rh (t )

D (t)

�

La correction �a _Rh (t ) est petite, mais c'est elle qui d�ecrit l'ablation.

� La longueur de gradient de densit�e peut aussi se calculer :

L g (t; r ) =

�
�
�
�

� (t; r )
@r � (t; r )

�
�
�
�

Le L g minimal est atteint au point o�u la temp�erature vaut T = � +1
� Tsh ,

L g;min (t ) =
(� + 1) � +1

C� � � � 1

�
Tsh (t )
Th (t )

� �

Rh (t )

� Conclusion :
� L'�ecoulement est enti�erement connu (macroscopiquement et microscopiquement)
si on connâ�t ph (t ).
� On a obtenu une �equation di��erentielle ordinaire pour Rh et ph =) il faut
trouver une autre �equation.



Mod�ele de la coquille �ne

On suppose la coquille incompressible, in�niment �ne, de ma sseM sh .

M sh •Rh = 4 �R 2
h ph

_ph = � 3
p h

_Rh

Rh
+ ( 
 � 1)� � p2

h

,! on int�egre (num�eriquement), on obtient ph (t ) et Rh (t ), et on substitue dans les

expressions deT , u, M h , ...

Trop optimiste : toute l'�energie cin�etique de la coquille est transf�er�ee au point

chaud.

En fait (Betti [1]) :

[1] R. Betti et al. , Phys. Plasmas 9 2277 (2002).



Mod�ele de la coquille �epaisse

Prise en compte du choc en retour dans la coquille. Trois zones :

1) r < R h (t ) correspond au point chaud.
2) Rh (t ) < r < R s (t ) correspond �a la partie choqu�ee de la coquille.

3) r > R s (t ) correspond �a la partie non-encore choqu�ee.

Zone non-choqu�ee. Partie de la coquille en chute libre.

u� (t; r ) = � Vi

1 � � 0
r � R 0

� 0

1 + � 0
V i t
� 0

;

� � (t; r ) =
M sh

4�r 2 � 0

�
1 + � 0

V i t
� 0

� �� 0

0

@ r + Vi t � R0

� 0

�
1 + � 0

V i t
� 0

�

1

A

Propagation du choc d�ecrite par les relations de Rankine-Hugoniot.
Approximation choc fort.

Coquille choqu�ee. Equations d'Euler compressibles (pas de 
ux de chaleur, pas
de r�eaction).

Equations pour des quantit�es globales.



On consid�ere les cinq variables (sans dimension) �Rs = Rs=R0 , �Rh = Rh =R0 ,
�Uh = Uh =Vi , �ph = ph =p0 , �M ss = M ss=Msh , et � = Vi t=R0

_�Rh = �Uh

_�Uh =
1
�̂ 0

�R2
h �ph (t )
�M ss

�
_�M ss

�M ss

� �Uh (t ) + 1
�

_�Rs =

 s � 1

2
+


 s + 1
2

�Uh

_�M ss = A0(1 + _�Rs ) �� 0
�
A0 ( �Rs + � � 1)

�

_�ph = � 3
 h

�Uh

�Rh
�ph +

Y�

�̂ 2
0

�p2
h

On a obtenu un syst�eme ferm�e de cinq �equations di��erenti elles ordinaires avec

trois param�etres libres :

�̂ 0 =
M sh V 2

i

4�p 0R3
0

; Y� =
(
 h � 1)� � p0R0

Vi
�̂ 2

0 ; A0 =
R0

� 0



Conditions initiales des simulations

Les donn�ees initiales (cible nominale LMJ attaque directe [1]) que l'on prend sont :

p0 = 0 :15 Gbar (pression initiale dans le point chaud)

R0 = 210 � m (rayon initial du point chaud)

� 0 = 100 � m (�epaisseur initiale de la coquille)

M sh = 1 :05 mg (masse initiale de la coquille)

M h 0 = 8 � g (masse initiale du point chaud)

Le pro�l de densit�e initial est approch�e par un pro�l norma lis�e sous la forme d'une

branche de parabole. Le pro�l de vitesse est approch�e par un pro�l a�ne.

On prend cv = 10 4 m2 s� 2 K � 1 , � = 6 10 � 8 m g s� 3 K � 7=2 , 
 h = 5 =3, 
 s = 7 =4 et

� � = � 9:12 10� 10 m s g� 1 , avec � la fraction de particules � absorb�ees.

[1] B. Canaud et al. , Nucl. Fusion 44 1118 (2004).
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Instabilit�es de Rayleigh-Taylor : analyse de stabilit�e lin�eaire [1]

Front d'ablation: Surface isotherme, d�evelopp�ee sur les harmoniques sph�eriques

r sh = Rh (t ) +
X

l;m

� m
l (t )Y m

l (�; � )

Analyse côt�e froid ( r > r sh ). Densit�e uniforme � sh (t ) dans la coquille,
�ecoulement potentiel u = r �.
Conservation de la masse :

�� = � @t ln � sh

,! � = � 0 + � 1 ; � 0 = A0 +
B 0

r
�

r 2

6
@t ln � sh ; � 1 =

X

l;m

B m
l

r l +1
Y m

l (�; � )

Conservation du moment :

@t � +
1
2

jr � j2 +
p

� sh
= 0

Conservation du 
ux de masse :

r � � n jr sh = er � n@t r sh +
_m

� sh

avec le 
ux de masse :

_m = _m0(t ) +
X

l;m

_mm
1l (t )Y

m
l (�; � )

[1] J. Sanz et al. , Phys. Plasmas 12 112702 (2005).



En lin�earisant les �equations de conservation et en �elimi nant B 0 et B m
l ,

•� m
l +

�
(l � 1)Va

Rh
+ 3

_Rh

Rh
+

_� sh

� sh

�
_� m
l �

�
(l � 1)

•Rh � _Va

Rh
�

•� sh

� sh
+

_� 2
sh

� 2
sh

�
_Rh _� sh

Rh � sh

�
� m

l =

Qm
1l

l + 1
Rh � sh

+ @t

�
_mm

1l

� sh

�
+

_Rh � Va (l + 1)
Rh

_mm
1l

� sh
;

avec Va = _m0=� sh (vitesse d'ablation), 
ux de moment :

Q :=
_m2

� sh
+ p jr =( r sh ;�;� ) = Q0(t ) +

X

l;m

Qm
1l (t )Y

m
l (�; � )

et 
ux de masse :

_m := � sh (t ) ( u � n � er � n@t r sh ) r =( r sh ;�;� ) = _m0(t ) +
X

l;m

_mm
1l (t )Y

m
l (�; � )

,! �evolution de l'interface en fonction de Qm
1l and _mm

1l . L'analyse de la zone
chaude va donner Qm

1l et _mm
1l .

Remarque : Pour une interface passive, avecQm
1l = 0, _mm

1l = 0, et Va = 0 on

retrouve l'�equation de Bell-Plesset [1].

[1] M. S. Plesset, J. Appl. Phys. 25 96 (1954).



Analyse côt�e chaud ( r < r sh ). On lin�earise toutes les variables

� =
r

r sh
'

r
Rh (t )

2

41 �
X

l;m

� m
l (t )Y m

l (�; � )

3

5 ;

T � (t; r ) = Th (t ) �

2

4  0(� ) +
X

l;m

 m
1l (�; t )Y m

l (�; � )

3

5 ;

u(t; r ) = u0(t; � ) +
X

l;m

um
1l (t; � )Y m

l (�; � ) ;

p(t; r ) = p0(t ) +
X

l;m

pm
1l (t; � )Y m

l (�; � ) :

On injecte dans les �equations de conservation lin�earis�e es autour de l'�ecoulement de
base auto-similaire =) Cinq EDP pour les variables (  m

1l ; um
1l ; pm

1l )( t; � ).

Sept conditions initiales / aux bords en termes de ( � m
l ; Qm

1l ; _mm
1l )( t ).

,! on obtient ( Qm
1l ; _mm

1l )( t ) en fonction de � m
l (t ).

En combinant avec l'EDO sur ( � m
l ; Qm

1l ; _mm
1l )( t ) obtenue du côt�e froid, on peut

trouver un syst�eme ferm�e.



Simpli�cation.

Vitesse de blow-o� : Vb(t ) = Rh (t )
_M h ( t )

M h ( t ) .

Dans notre r�egime, jVa j � j _Rh j � j Vbj.

En d�eveloppant en puissances de _Rh =Vb :

Qm
1l

_m0Vb(� m
l =Rh )

= q1
1 +

Rh

Vb

h _Rh

Rh
q2

1 +
_� sh

� sh
q3

1 +
_� m
l

� m
l

q4
1 +

_Vb

Vb
q5

1

i
+ O

� _R2
h

V 2
b

�
;

_mm
1l

_m0(� m
l =Rh )

= f 1
1 +

Rh

Vb

h _Rh

Rh
f 2

1 +
_� sh

� sh
f 3

1 +
_� m
l

� m
l

f 4
1 +

_Vb

Vb
f 5

1

i
+ O

� _R2
h

V 2
b

�
;

o�u qj
1 ; f j

1 d�ependent seulement de l'indice de Legendre l .
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Croissance des modes. Equation d'�evolution du mode ( l; m ):

•� m
l + _� m

l

�
Va

Rh

�
(l � 1) � f 1

1 (l ) � (l + 1) q4
1 (l )

�
+ 3

_Rh

Rh
+

_� sh

� sh

�

� � m
l

�
(l � 1)

•Rh � _Va

Rh
+

_Va

Rh
f 1

1 (l ) + ( l + 1)
Va

Rh

� _Rh

Rh
q2

1 (l ) +
_� sh

� sh
q3

1 (l )
�

�
•� sh

� sh
+

_� 2
sh

� 2
sh

�
_Rh

Rh

_� sh

� sh
+ 3( l + 1)

� sh V 2
a

�� h R2
h

q1
1 (l )

�
= 0 ;

avec �� h la densit�e moyenne dans le point chaud.



Exemple.

Cible nominale LMJ attaque directe [1,2].

[2] J. Sanz et al. , Phys. Plasmas 12 112702 (2005).
[1] B. Canaud et al. , Nucl. Fusion 44 1118 (2004).



Conclusion

� Description macroscopique et microscopique d'un �ecoulement de base

auto-similaire donnant :
� Quantit�es globales donn�ees en termes d'un syst�eme d'EDO s.

� Quantit�es locales (autour du front).

� Analyse de stabilit�e lin�eaire de l'�ecoulement auto-sim ilaire.

,! Croissance des instabilit�es en r�egime instationnaire.

� Extension pour prendre en compte [1]
- un taux de r�eaction arbitraire (et pas seulement en T 2),

- un mod�ele simple de transport des particules � ,
- les pertes radiatives par bremsstrahlung.

[1] J. Garnier et al. , soumis, Phys. Plasmas (2008).



L'�ecoulement auto-similaire revisit�e (1/2)

On ne suppose plus l'auto-similarit�e de la solution et on �e crit

T (r; t ) = Th (t ) 
1
�

�
r

Rh (t )
; t

�

avec  (0; t ) = 1 et Th (t ) la temp�erature centrale.

L'�equation pour la temp�erature s'�ecrit
�
( _ph + � � p2

h )Th �




 � 1
ph _Th

�
 

1
� �

�




 � 1
ph Th

�
@ 

1
�

@t

+
�

�
�

T � +2
h

R2
h

�
 

2
�

� 2

@
@�

�
� 2 @ 

@�

�
= 0

Dans la limite � � 1, on peut n�egliger les variations de  
1
� compar�ees aux

variations de  �a l'ordre le plus bas.

Syst�eme �a l'ordre 0 : on simpli�e l'�equation en posant  
1
� ' 1 et on obtient

�
( _ph + � � p2

h )Th �




 � 1
ph _Th

�
+

�
�
�

T � +2
h

R2
h

�
1
� 2

@
@�

�
� 2 @ 

@�

�
= 0

On int�egre et on utilise les conditions aux bords  (0; t ) = 1 et  (1; t ) = 0 :

 0(�; t ) = 1 � � 2



L'�ecoulement auto-similaire revisit�e (2/2)

Syst�eme �a l'ordre 1 : On substitue  
1
�
0 �a la place de  

1
� :

�
( _ph + � � p2

h )Th �




 � 1
ph _Th

�
(1 � � 2)

1
� +

�
�
�

T � +2
h

R2
h

�
(1 � � 2)

2
�

� 2

@
@�

�
� 2 @ 

@�

�
= 0

On doit avoir :
�
( _ph + � � p2

h )Th �




 � 1
ph _Th

�
c� �

�
�

T � +2
h

R2
h

= 0

La fonction  (�a l'ordre 1) v�eri�e :

(1 � � 2) � 1
� + c�

1
� 2

@
@�

�
� 2 @ 1

@�

�
= 0

avec les conditions aux bords  1(0; t ) = 1 et  1(1; t ) = 0.

La constante c� est donn�ee par :

c� =
Z 1

0
s(1 � s)(1 � s2) � 1

� ds =
�

2(� � 1)
�

p
� �(1 � 1

� )

4�( 5
2 � 1

� )

,! L'approximation au premier ordre  1 est ind�ependante de t (ce n'est pas une
surprise...)



Validit�e de l'approximation � � 1 (1/2)

� En fait, on sait que le pro�l  a une forme auto-similaire :

 � 1
� + c(self)

�
1
� 2

@
@�

�
� 2 @ 

@�

�
= 0

On peut d�eterminer la constante c(self)
� par une m�ethode de tir pour satisfaire les

conditions aux bords. Si � = 5 =2, on trouve c(self)
5=2 = 0 :197.

� Asymptotique � � 1.

L'approximation �a l'ordre 0 est c� =
R1

0 s(1 � s)ds = 1 =6 ' 0:167.

L'approximation �a l'ordre 1 est

c� =
Z 1

0
s(1 � s)(1 � s2) � 1

� ds =
�

2(� � 1)
�

p
� �(1 � 1

� )

4�( 5
2 � 1

� )

ce qui donne c5=2 = 0 :203,

ce qui est tr�es proche de la valeur exacte c(self)
5=2 = 0 :197.



Validit�e de l'approximation � � 1 (2/2)

On peut comparer les pro�ls spatiaux de la conductivit�e T � .
La fonction  �a l'ordre 0 est  0(� ) = 1 � � 2 .
La fonction  �a l'ordre 1 est :

 1(� ) = 1 �
1 � 1

�

R�
0 (1 � s2)1� 1

� ds

1 �
R1

0 (1 � s2)1� 1
� ds

On peut comparer �a la solution auto-similaire  donn�ee par :

 � 1
� + c(self)

�
1
� 2

@
@�

�
� 2 @ 

@�

�
= 0
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